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Analyse



1. Limites de polynomes en I’infini

Propriété
.( neN”* , )
Si { . alors lim x™ = 4o et lim x™ = +c0,
n €St palr X—>+00 X—>—00
. neN , .
) ; alors lim x™ = 4o et lim x™ = -0,
n est impair Xotoo Xm0
Propriété
Sia, # 0alors: lim a,x™ + -+ ay = lim a,x™.
x—+oo x—+oco
Preuve
lima,x"+a,_ x"14+-+ax+a = lim x" (a”xn+a"_1xn_1+---+ﬁ+ﬂ)
Pachh n n—1 1 0 X3t o X1 N xn xn
a a a
N F n n-1_, .. 1 -0
= xl_l)zrnoox (an + e} + -+ o + x”)
. Qn—q . a . Qg
lim == lim =Ilim—=0
x—+o0 x1 x—+00 X1 xstoo xM

lim apx™ + a1 x™" 1+ -+ a;x +a, = lim x"(a,) = lim a,x™
X—>+00 X—+00 X—+00

Pour —oo, la preuve est similaire.
c.g.f.d.
Exercice 1

Calculer la limite.
a) f(x)=7x3—-2x?2+3x—1;en+o0,en—oo
b) f(x) =8x*+ 12x3 —5x%2 + x; en +o, en —o
c) f(x) =5x3+100x2+ 250x + 5 ; en +oo, en —oo

Solution de ’exercice 1
a) liT f(x) = +oo, xlim f(x) = —o0
X—+00 ——00
b) litrn f(x) = +oo, xlim f(x) =4
X—>+00 ——00

©) lim f() = +oo, lim f(x) = —c0

Analyse



2. Limites de fonctions rationnelles en I’infini
Propriété

fan #0 anx™+-+a , anx™
Si { " alors:  lim ——%= lim ——.
b *0 x—+00 by x™+---+bg x—+o00 bypx
Preuve
TL anx an 1X 1|“ a1x ap
li AnX"+an_1x" T+ taix+ag — lim xm Tthmtm
X400 by XM +by_1 X" 14--+by x+bg - x—>+ooxm(bnxm L bm— 1xm T bix, b0>
+ot g tom
L2 —1L 481 o
= [l n(an. 1;1 T Txn- 1'x")
- im m me_lL a1 bl bO
X—>+00 x (mp A wm 1.xm)
. Op— , a; ag
lim — = = lim = lim —=0
x—+o00 X x—+o00 XN~ x—+400 xN
. m—1 b1 . bO
lim ——=.-= lim — = lim — =10
xotoo X x—>+c0 XM Xo5+00 X
Apx™ + a1 x" 1+t ax + ag o x™(an) a,x"

lim = lim
5400 Dy X + by X" L 4 £ bix + by x—+0x™(by)

Pour —oo, la preuve est similaire.

c.g.f.d.

Exercice 1

Calculer la limite.
a) f(x) = 7i_2 ;en oo, en —oo

3x—-1
2_
b) f(x) = 3Z_Zix ; en 400, en —co
3
¢) f(x)= xx+1 — x;en 4o, en —oo

d f(x)=x? +3x—% en +oo, en —oo
e) f(x) =—="2—:en+oo,en—oo

x2—6x+5

Solution de ’exercice 1

a)
b)

c)
d)

e)

Analyse

lim f(x) = Z, lim f(x) = z
X—+00 3 x—>—o00 3

liT f(x) = —oo, Jim f(x) = +oo
X—+00 ——00

li§rn f(x) =0, xlim f(x)=0
X—+00 ——00

liT f(x) = +oo, xlim f(x) =4
X—+00 ——00

lim f(x) =0, lim f(x) =0
xX—+00 X—>—00

lim

x—=+00 b, x™



3. Asymptotes

Exercice 1
Déterminer les asymptotes des fonctions suivantes.

a) f(x) — 4x+1
x+1 3x

b) f(x)=1 — o TX
2-3x+1

0) flx)==—=
Sxilf

d) f(x) =20

&) fa)=S+1-—
2x%+5x—4

f) flo=222

Solution de I’exercice 1

a) La droite d’équation x = —1 est asymptote verticale a la courbe (C;).

La droite d’équation y = 4 est asymptote horizontale a la courbe (C’f) en 4+oo et en —oo,
b) Iln’y a pas d’asymptote verticale.

La droite d’équation y = x + 1 est asymptote oblique & la courbe (C;) en +oo et en —co.

c) La droite d’équation x = 4 est asymptote verticale a la courbe (C;).

La droite d’équation y = —x — 1 est asymptote oblique a la courbe (C;) en +co et en —oo.
d) Ladroite d’équation x = 2 est asymptote verticale a la courbe (C’f).

La droite d’équation y = _?5 est asymptote horizontale a la courbe (C’f) en 4oo et en —oo,
e) La droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe (C’f).

La droite d’équation y = §+ 1 est asymptote oblique a la courbe (C;) en +co et en —co.
f) La droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe (C;).

La droite d’équation y = 2x + 5 est asymptote oblique a la courbe (C;) en +co et en —co.

Analyse



Exercice 2

Calculer la limite. Donner I’interprétation graphique de ce calcul.

a)
b)
c)

d)

a)

b)

d)

7x-2 1
f(x)—3x;1,en3

3x“-5x
f(x)===—en 31

— 2 _ e —
f(x) =x“+3x o &n 1

x_4 . .
f(X) = Y2_exis ;enl;enb5

Solution de ’exercice 2

limf(x) = —oo, limf(x) = +oo.
X3 X3
X<z x>1

La droite d’équation x = § est asymptote verticale a la courbe (C).

limf(x) = +oo, limf(x) = —oo.

x<3 x>3

La droite d’équation x = 3 est asymptote verticale a la courbe (C;).
lim f(x) = +oo, lim f(x) = —oo.

x<-1 x>-1

La droite d’équation x = —1 est asymptote verticale  la courbe (Cy).
limf (x) = —oo, limf (x) = +co.

x<1 x>1

La droite d’équation x = 1 est asymptote verticale a la courbe (C’f).
gcl_r)r%f(x) = +o00, gcl_r)r%f(x) = —o00,

x<5 x>5

La droite d’équation x = 5 est asymptote verticale a la courbe (C;).

Analyse



4. Limites d’autres fonctions en I’infini
Propriété

lim Vx = +oo

X—>+00

Exercice 1

Calculer la limite.
a) f(x) =§—3\/§; en +oo

b) F(x) =*2% en 4o

3x—1 '

) f(x)= /in_l ; en +oo

d) f(x) = cos (x—ﬂ) ; en +oo

x+2

o1
e) f(x)—sm\/—y,en+00

Solution de I’exercice 1

a) lim f(x) =4
X—+00 1

b) lim f(x) =-
x—+00 3
C) liT f(x) =400
X—>+00
d) liT f(x) =cos1
X—>+00
e) limf(x)=1
X—+00
Exercice 2
Calculer la limite.
a) f(x)=vVx2+1—+vVx2—1;en+oo
b) f(x) =+vVx?+2x —x;en+o, en —oo
Solution de I’exercice 2
a) liT f(x)=0
X—+00
b) lim f(x) =1, lim f(x) = +o0
X—>+00 X—>—00

Analyse



5. Théoréme de comparaison
Propriété : Théoréme de comparaison

Soita € R U {£o0}.
Soit L € R.
(g = f auvoisinage de a
Si limf (x) = +oo alors
X—a
(g < f auvoisinage de a
S limf(x) = —oo
xX—a
Théoreme des gendarmes :
(f £ g < hauvoisinage de a
Si limf(x) =L = lim h(x) alors
xX—a xX—a

alors

Exercice 1
Etudier la limite de la fonction f.
a) f(x) =2x+sinx ; en +oo, en —co,
b) f(x) =x3(2+ cosx); en +oo, en —co.
c) f(x)=x? sini :en0.

d f(x) =

Solution de I’exercice 1

COSTTX

;1 © en +oo.

a) lim f(x) = +oo, lim f(x) = —co
b) xl—l;Toof(x) =+, xl—l>7;noof(x) =T
¢) limf(x) =0

d) lim f(x) =0

X—+00

Analyse

limg(x) = +oo .
xX—a

limg(x) = —.
x—a

limg(x) =1L.
x—a



6. Dérivées
Rappel:

(ku) =ku (k€R)

(k) =0 (k € R) et x — k est dérivable sur R
(x)' = et x — x est dérivable sur R

(xa)r = ax®1

(u+v) =u +7v

(uv) =u'v+uv’

(E), _uv—uw

v/ ) V2
(Vx) = ;= etx > x est dérivable sur ]0; +oof
(sinx)" = cosx et x — sin x est dérivable sur R
(cosx)’ = —sinx et x — cos x est dérivable sur R
Exercice 1
Calculer la fonction dérivee de la fonction f en précisant le domaine de validité de vos calculs.
a) fix e 3x%—4x+1
) 2
2x+3
. [
b) f:x R

c) fixw (2x? —3x +4)°
d fix—>+V3x+2
V=2x

2x+1

e) fixw

Solution de P’exercice 1

a) f est dérivable sur R.

f'(x) =3x—-2

b) f est dérivable sur R\{—2,3}.
;o —2x*—6x—9

F'®=ta—s—er

C) f est dérivable sur R.
f'(x) = 6(2x% —3x + 4)°(4x — 3)
d) f est dérivable sur | +oo] .

3
= s
e) f est dérivable sur ]—oo; O[\ {‘71} .
—2x—1 —
pg-m 7
(2x + 1)2

Analyse



Exercice 2

Calculer la fonction dérivee de la fonction f en précisant le domaine de validité de vos calculs.
—5x342x-3
a) fixw —
—3x+4
b) fix x2-7x+10
c) fixm (—2x2+x—7)
d) fix—=vV-2x+1
V3x

e) fﬁx F>—5x+2

Solution de P’exercice 2

a) f est dérivable sur R

—15 1
14 _ 2 -
fr@) = —=xt 45

b) f est dérivable sur R\{2; 5}
) = 3x2 —8x—2
f0) = —7x 110y
C) f est dérivable sur R
f'(x) =15(-2x% + x = ) (—4x + 1)
d) f est dérivable sur ]—oo;%[

I =
e) f est dérivable sur ]0; +oo[\ {%}

3(=5x +2)
N + 5(v/3x)

(=5x + 2)2

F'e0) =

Exercice 3

Trouver la fonction dérivée de la fonction f proposée sur I’intervalle I donné.
a) f:x— 2sinxcos?x I=R

b) f:x — tan®x I=R—{§+k7‘[,k€2}
c) f:chosz(4x—g) I=R

Solution de I’exercice 3
a) f'(x) = 2(cos3 x — 2sin? x cos x)

b) f(x) = 2 2

cos3 x

c) f'(x) = —8cos (4x - g) sin (4x - g)

Analyse



7. Dérivees — Logarithme et exponentielle

Rappel:
(e*) =e* et x — e* est dérivables sur R
(Inx)' = i et x — Inx est dérivables sur ]0; +oo[
Exercice 1
Calculer la fonction dérivée de la fonction f proposée sur I’ensemble E donné.
1. f(x) =Inx? E=R*
2. f(x) =(nx)? E =]0; +oo[
3. f(x) =xlnx—x E =1]0; oo
4. fx) === E =]0;+oo[
—In*=t —11.
5 f(x)= lnx+1 E =]1; 400
6. f(x):x—lnx E=]0;+00[

x2

Solution de P’exercice 1

Lf0 =1

2 fl) =22
3. f'(x)=Inx
1 fl0) =
5. f1(x) = o

2Inx—x-1
6 fi(n) =252

Analyse
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Exercice 2

Calculer la fonction dérivée de la fonction f proposée sur I’ensemble E donne.

1. f(x) = x2%e* E=R

2. flx) =2 E=R
3. f(x)=2e — xe? E=R

4. f(x) =-exp (;—21) E=R"

5. f(x) = eXInx E = ]0; +oof
6. f(x) =e*Inx E =]0; 4+oo
7. f(x) = x eX*+* E=R

8. fa)=(;+1)e" E=R

9. f(x) =exp (1+x2) E=R

10. f(x) = In(1 + %) E=R

11. f(x) = e€os* E=R

Solution de I’exercice 2
1. f'(x) =xe*(x+2)

—-X

2 fi(x) ="

3. f'(x) =2e* —e?

4. f'(x) = xz_3 exp (;—;)

5. f'(x) = (Inx + 1)eXn*

6. f'(x)=¢e* G +1n x)
7. f'(x) = e"er"(Zx2 +x+1)
8. f(x)— (x +x—1)

i 1
9 f() = (1+ 2)2 exp (1+x2)

10. f (X) T 1tex

11. f'®) = —eC0S* gjn x

Analyse



8. Tangentes

Exercice 1

x3

(x—1)2
a) Déterminer f'(x) pour tout x # 1.

b) Déterminer I’équation réduite de la tangente (t) & la courbe (Cf) au point d’abscisse —2.
c) Déterminer les coordonnées du point de tangence A de (t) avec (C’f).
d) Soit la droite (d) d’équation y = x + 3.
Donner le coefficient directeur de la droite (d) .
e) Déterminer I’équation réduite de la tangente (s) a la courbe (C'f) telle que cette tangente soit

parallele a la droite (d).

Soit la fonction f définie par f(x) =

pour tout réel x # 1.

Solution de I’exercice 1

a)
oy X2(x—=3)
b)
20 16
(t):y = 57X + 57
c)
A ( 2; _8)
"9
d)
Le coefficient directeur de la droite (d) est égal a 1.
e)
o 1
(s)iy=x 2

Analyse



Exercice 2

2_
Soit la fonction f définie par f(x) = % pour tout réel x = —1.

a) Déterminer f'(x) pour tout x # —1.

b) Déterminer 1’équation réduite de la tangente (t) a la courbe (Cf) au point d’abscisse 3.

c) Déterminer les coordonnées du point de tangence A de (t) avec (C’f).
d) Soit la droite (d) d’équation y = —4x — 1.
Donner le coefficient directeur de la droite (d) .
e) Déterminer les équations réduites des tangentes (r) et (s) a la courbe (C’f) telle que :

ces tangentes soient paralléles a la droite (d) et
() est au-dessus de (s).

Solution de I’exercice 2

a)

) x%+2x — 4
AT
b)

11 29

(t). y = 1—6X' - 1_6
c)

3

4
d)
Le coefficient directeur de la droite (d) est égal a —4.
€)

ffx)=—4ox=00ux=-2
(r):y=—-4x+1
(s)iy=—4x-19

Analyse
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9. Limites avec la fonction logarithme népérien
Propriété
limlnx = —o0

x—-0
lim Inx = +o

X—>+00

limxlnx=20
x—0

o In(x+1) < .
lm&T =1 (prouvable a l'aide de la dérivée)
xX—

Exercice 1

Etudier la limite de la fonction f en a.
a) f(x) =4Inx3;a=+o.
Inx

b) fO)="%;a=0.

0 f@="F"1a=0.

d fx)=x—Inx ;a=+w.
e) f(x)=x3Inx;a=0.

Inx

f) f(x)=F;a=+°°-

In(—4x+1) |

9) fx)=——,a=0.

X
Solution de I’exercice 1

a) +oo
b) —oo
C) +oo
d) +oo
e) 0

f) 0

g) —4

Analyse

14



Exercice 2

Etudier la limite de la fonction f en a.
a) f(x)=-3In(x?+1);a=+oo.

b) fG)=-"3;a=0.

C) f(x):3x+)261nx;
d) f(x)=-3x+2Inx ;a=+oc.
e) f(x) =x°Inx;a=0.

Inx

f) f(x)=F;a=+00.

n(ﬁ+1)
1

Q) f) =~

a=20.

ra=2.

(x-2)2

In(3x+1) .

h) f(x)=T,a=0.

Solution de P’exercice 2

a) —oo
b) +oo
C) —x
d) —o
e) 0
f) 0
g) 0
h) 3

Analyse



10.Limites avec la fonction exponentielle

Propriété
lim e* =
X——00
lim e* = +o0
X—>+0o
X
lim —=+o0
X—>400 X
lim xe* =0
X——00
_ef—1 s e
lim = 1 (prouvable a l'aide de la dérivée)
x—0 X
Exercice 1

Etudier la limite de la fonction f en a.
a) f(x)=e*—e™;a=+oo.
b) f(x) =e?** —3e*;a = +oo.

0) fl0) =52

d) f(x) =2xe™;a=+oo.
e) fx)=(x+1e*;a=—oco.

a = +oco.

e*-1

N Fe =%
0) f() =x(er—1);a=+o

ra=0.

Solution de I’exercice 1
a) +oo
b) +oo
c)
d)
e)

S O

_ N R

9)

Analyse



Exercice 2

Etudier la limite de la fonction f en a.
8) fO0)=(e™)’+;ia=+.
b) f(x) =e? —2e° ;a = +oo,

3e*-2,

C) f(X)=m,a—+00.

d) f(x) =xe™;a=+ow.

e) f(x) =(x—5)e*;a=—oo.

e¥-1

ra=0.
X

f fe)=3
Q) f(x) =5

—3 —
T ;4 = —0,
x-3
Solution de I’exercice 2

a) 0
b) —c

3
C) Z
d o0
e) 0

(U

9)

Analyse



11.Limites avec des fonctions puissances

Propriété et définition

Soit ¢ € R.
% Sia < 0alors limx%* = 4o
x—0%t
% Sia < 0alors lim x% =
X—+00
< Sia > 0alors limx% =
x—07t
Remarque : Onadéjavn € N*, 0" = 0.

On définit Va € R}\N, 04 = 0.
OnadoncVa € R}, 0% =

Ceci est cohérent avec la limite ci-dessus.

% Sia > 0alors lim x% = 4+

xX—+0o

% Sia>0alors lim —==0

% Sia>0alors lim & =+

X—>+0co x®

% Sia>0alors lime™*x*=0
X—>+00

% Sia>0alors limx%®lnx=0
x—0

Exercice 1

Etudier la limite de la fonction f en a.
a) f()="x;a=+o.

b) f()—‘“—" a = +oo.

C) f(x)=m;a=+00.

d) f(x)— ,a = +oo.
e) f(x)—M a = +oo.
N FG) =L a=+oo,

g) f(x) =xInx;a=0.

h) f(x) =" "Vx3Inx;a=0.
Solution de I’exercice 1

a) 0

b) 0

c) +o

d) +o

e) 0

f) 0

g 0
h) 0

Analyse
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12.Calculer une limite a I'aide de la dérivée

Propriété

Exercice

@ =l

1

Etudier la limite de la fonction g en a.

sinx

a) gx) = — a=0.
b) glx) = Sir;?’x a=0.
¢) g) =" a=0.
sin5x | _
d) g(x) " sin3x ’ a=0.
e) gx) = x? sini ; a = +oo,
f) glx) = ta:x ;a=0.
__2sinx-1 , L3

N
h) g(x)=@;a=0.
) g =";a=0.

Solution de I’exercice 1
a) 1
b) 3
c) 0

5

d) 3
e) +oo
f) 1
g) =
h)
i)

Analyse

f&) —f(a)
—a

19



13.Prolongement par continuité

Exercice 1
1. Déterminer lim ln(;”),
X—
Indication : 22 — 1““*’2:1)“(”0)
__In(1+x) ]
2. Soit f la fonction définie sur [0; 4+oo[ par : { 1;(’;) = si x>0 .
f(0)=1

En vous aidant de la question 1, montrer que f est continue en 0.

Solution de I’exercice 1

1.
lim BAH0 _ jjpyy IMA+0D-InA0) f'(0) avec f(x) = In(1 + x)
x—0 X 1 x—0 x—0
Fe =1
In(1+ x
lim(—) =1
x-0 X
2

Comme lirréf(x) = f(0), f est continue en 0.
xX—

Exercice 2
On considere la fonction f définie sur [—1; +oo[ — {0} par f(x) = ‘/?_1 :
Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0.
Solution de I’exercice 2
limfG) = lim T — g Y O (IR
x=0 20 X xs0 X (Vitx+1) x—>01X(M+1)1

. X .
=lim———=Ilim———— = lim =
x=0 x(VI+x+1) x50 x(VItx+1) x50 VItx+1l  VI+0+1
1

)
On peut donc prolonger f par continuité en définissant f(0) = % .
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Exercice 3

3
On considere la fonction g définie sur R — {—1} par g(x) = ’;—:11 :

1. Ennotant que —1 est une racine de x3 + 1, simplifier g(x).
2. Déterminer la limite de g en —1.
3. Peut-on prolonger g par continuité sur R ?

Solution de I’exercice 3

1.
x3+1=(x+1D(ax?+bx+c) =ax3+bx*>+cx+ax?*+bx+c
=ax*+(a+b)x*+(b+c)x+c

c=1
b+c=0
b=-1
a+b=0
a=1

B+1=((x+1DxE*—-x+1)
(4D (x%-x+1)

glx) = ey =x2—x+ 1 pourtout x # —1
2.

limg(x)=limx>—x+1=1+1+1=3
x—--1 x—--1

3

On peut donc prolonger g par continuité en définissant g(—1) = 3.
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14.Dérivabilité

Exercice 1
f(x) =24 3x —4x*Inx sur]0; +oo[
f(0)=k

Pour quelles valeurs de k, la fonction f est-elle dérivable en 0 ?

Soit la fonction f définie sur [0; +oo[ par{

Solution
lim fx) — f(O) _ 24+ 3x—4x%Inx — k
==y~ lm 2 2
Sik=2 alors ll flx)—- f(O) — lim 2+43x—4x“1nx—2 — lim 3x—4x“Inx _ limx(3—4xlnx)
x—0 an x x—0 X x—0 X
ll ow lm&3 4dxInx =3
X— X—
f'(0)=3
f est dérivable en 0.
x) — (0 2—k 3x —4x%Inx 2 —k
limwzlim — 4+ —=1lim +3—4xInx
x—0 x—0 x>0 X x x-0 X
Sik>2 alors  lim L0S© f(o)—l 2k L3 _4xlnx=—-oocar2—k <0
x—>0 x—0 xeo x

f'(0) n’existe pas
f n’est pas dérivable en 0.

limw lim +3 4xInx =4ccar2—k>0
x—-0 x—0 x—0

f'(0) n’existe pas
f n’est pas dérivable en 0.

Sik<?2 alors
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Exercice 2 (facultatif)
f(x) =24 3x —4x?Inx sur]0; +oo[

f(x) = 4x? + 3x + 2 sur |—o0; 0]
Calculer le nombre dérivé f'(x), pour tout x € R.

Soit la fonction f définie sur R par {

Solution
Sur ]0; +oo[: f'(x) = (24 3x —4x%Inx)' =3 —4(2x1nx +x2%) =3—8xlnx —4x
En0:

 fx) - f(O) 2+3x—4x*Inx —2 . 3x—4x*Inx  x(3—4xInx)
lim ————= = lim = lim —— = lim
x-0t X — x—>0+ X x—-07% X x-0% X
X 0
lim M lim3 —4xlnx =3
x-0t X — x-0t
 fx) - f(O)  4x?+3x+2-2 o 4x?+3x - x(4x +3)
lim ————= = lim = lim ————= lim ——=
x—-0~ x-=0" X x-0~ X x—0~ X
0
lim M lim4x+3=3
x—0~ x—0~
f (x) f (0)
lim———— =3
x—0 -0
f'(0) = 3
Sur]—o0; 0[: f'(x) = (4x* +3x+2) =8x+3

8x+3 si x €]-o0;0[
f’(x)={ 3 si x=0
3—8xInx —4x si x €]0;+oo[

8x+3 si x €]—;0]
3—8xInx —4x si x €]0;+oo[

e =|
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15.Analyse de fonctions a la Maturita Blanche

Exercice 1 : Maturita blanche 2019

Le but du probléme est I"étude de la fonction f définie sur I"intervalle [0, +oo[ par :

e*+1
eX+x '

f&) =

On note (C‘f) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0;7,7) du plan.
On choisit 5 cm pour I"unité graphique.

PARTIE A
Soit g la fonction définie sur I"intervalle [0, +oo[ par: g(x) = e*(x —2) — 1.

1)
2)

3)

4)

Déterminer la limite de la fonction g en +oo.

Déterminer la fonction dérivée g’ de la fonction g.

En déduire le tableau de variation de la fonction g sur I"intervalle [0, +oo].

Démontrer que I"équation g(x) = 0 admet une solution unique a appartenant a I’intervalle
[2; 3].

Remarque : Cette phrase ci-dessus est ambigtie. Pour lever cette ambiguité, remplagons cette
phrase ci-dessus par « Démontrer que I"équation g(x) = 0 admet une solution unique a sur
[0, 4+0o[ et que a appartient a I’intervalle [2; 3]. ».

Donner un encadrement de @ d"amplitude 1072,

En déduire le signe de g(x) sur I'intervalle [0, 4+oo|.

PARTIE B - Etude de la fonction f

1)
2)

3)

4)
5)

6)
7)

1+e™*
1+xe=* "

Démontrer que pour tout nombre réel € [0, +oo[ ,0n a: f(x) =

En déduire la limite de f en +co.
Interpréter graphiquement cette limite.
Etudier la position relative de la courbe (C"f) et de la droite (D) d"équationy = 1 sur

I"intervalle [0, +oo| .

Démontrer que la fonction dérivée f’ de la fonction f sur I"intervalle [0, +oo[ est définie par :

f’(X) — gx) )

(e*+x)2
Dresser le tableau de variation de f.

On admet que f(a) = ﬁ . Déterminer une valeur approchée de f(a) a 1072 preés.

Construire la courbe (Cf) et la droite (D) dans le repére (0;1, ).
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Exercice 2 : Maturita blanche 2015

Partie A
Soit g la fonction définie sur R par g(x)=1+(1-2x)e™.
1°) Déterminer les limites de g en +wceten —oo.
2°)  a) Calculer g'(x) et dresser le tableau de variations de g .
b) Montrer que I’équation g(x) =0 posséde une solution unique ¢ dans ’intervalle [0;+o0]

puis sur R.
Justifier I’encadrement de o.: 0,6 <o <0,7.

c) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
Partie B
On considére la fonction définie sur R par f (x) = %[x +(1-x)e* ]

On note (Cf ) la courbe représentative de f dans un repére othonormal (O;T, ]) d’unité graphique 2
cm.

1°)  a) Veérifier que f(x)= %[H(%—l} ezx} pour tout xeR".
b) Déterminer la limite de f en +0eten —o.

2°)  a) Montrer que la droite (D) d’équation y = g est asymptote & (C, ) en —oo.
b) Etudier la position relative de (C, ) par rapporta (D).

3°)  a) Montrer que f'(x) :%g (x) pour tout x € R.

b) En déduire le signe de f '(x)et le tableau de variations de f.
4°) Tracer la courbe (C, ) et la droite (D).
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Exercice 3 : Maturita blanche 2013

Partie A
Dans cette premiére partie on étudie le signe de la fonction numérique g définie sur | 0;+oo [ par

g(x):x_-i_l_mx

2x+1
1. Démontrer que g'(x) = —%—l. Etudier le sens de variation de g (x).
(2x+1)° x
2. a) Calculer g(1) et g(2) . Montrer que I"équation g(x)=0 a une solution unique a dans

] 0; +o0 [ )
b) Trouver un encadrement de o d"amplitude 107",

3. Déduire le signe de g(x) sur ] 0;+oo].

Partie B
L’objet de cette deuxieme partie est I"étude de la fonction numérique f définie sur ] 0; +o0 [ par

f(x)=

On appelle (Cf ) la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (O; TT ) d’unité graphique

2Inx
X2+ X

2 cm sur 1’axe des abscisses, 4 cm sur I’axe des ordonnées.

1. Etudier les limites de fen 0 et +oo. Interpréter graphiquement ces limites.
2(2x +1) g(x)

2. a) Montrer que, pour tout x €] 0;+o0[: f'(x) = 1)

b) Dresser le tableau de variations de f .
3. Ecrire une équation de la tangente (t) a (Cf ) au point d’abscisse 1.

4. Tracer (t) et (C,).

26
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16.Exercices d'analyse au Test Commun 1
Exercice 1 : TC1-5/6 - 2019

Chaque question comporte trois affirmations, une seule des trois est exacte. Indiquer sur votre
copie le numéro de la question et recopier 1’affirmation exacte sans justifier votre choix.

Une bonne réponse rapporte 0,5 point; une mauvaise réponse donne 0 point; I'absence de
réponse donne 0 point.
On considere la fonction f définie et dérivable sur R.
La figure ci-dessous montre une partie de sa courbe représentative (Ct) dans un repere orthonormal.
On dispose des renseignements suivants sur la fonction f et la courbe (Cs) :
— la fonction f est strictement croissante sur 1’intervalle [-2 ; 2], elle est strictement décroissante
sur I’intervalle ]—oo; —2] et sur I’intervalle [2 ; +oo[ ;

— ladroite d’équation y = 0,5 est asymptote a la courbe (C;) en — 0 eten + o ;

— latangente en A(O;%) a la courbe (C¢) passe par le point de coordonnées (1; gj

¥
3

A G
5 4 —— 1 0 1 2 3 4 5 x
-1
1) Sur R, équation f(x)=0,4 admet:
* une solution « deux solutions » trois solutions

2) Onnote f’ laderivée de la fonction fsur R. La fonction f' est:

+ croissante sur [0; 2] * positive sur [-2 ; 2] * positive sur [0 ; + o]

3) Latangente en A ala courbe (C;) a pour équation :
e y=0,5x+1 e y=x+0,5 e y=15x+0,5

4) On note g la fonction définie sur [0 ; + o[ parg(x)=1In(f(x)) :

e limg(x)=+w o limg(x)=-w e limg(x)=-In2
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Exercice 2 : TC1-5/6 - 2018

Le graphique ci-dessous représente, dans un repére orthonormal, la courbe représentative (C) d une
fonction f définie sur [0; +ool.

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15

On précise que :
e |'origine O du repére appartient a (C)
e ladroite passant par O et par le point B de coordonnées (1;5) esttangenteen O a (C).
e latangente au point A d"abscisse 2a (C) est parallele a I"axe des abscisses
e |"axe des abscisses est asymptote a la courbe (C).

1. En utilisant le graphique et les renseignements donneés ci-dessus :
a) Préciser f(0), f'(0), et f'(2).
b) Donner lalimite de f en +oo.
c) Préciser le sens de variation de f; dresser son tableau de variation.

2. On étudie la fonction g définie sur [0; +oo[ par g(x) = (ax + b)e®® ou a, b,c sont trois
réels, et telle que g(0) =0, g'(0) =5et g'(2) = 0.
a) Enutilisant g(0) , calculer b.
b) Calculer g'(x).

c) Enutilisant g'(0), et g'(2), calculer a et c. En déduire que g(x) = 5xe 2.

3. Calculer alors une valeur décimale approchée a 1071 prés de g(2), g(4), g(5), et g(8).
Peut-on dire que g est une bonne approximation de la fonction f étudiée dans la question 1. ?
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Exercice 3: TC1-5/6 - 2017

3 2
. . X7 —4x° +6x-1 ) . X
Soit la fonction f : x> T 3 62 ; On note (Cf ) sa courbe représentative dans un repére
X —3X+

orthonormal (Or])
1) Déterminer I’ensemble de définition D, de f.
2) Trouver lesréels a,b,c et d telsque pourtout xe D;:

cx+d

f(x)=ax+b+—-7-——.
) X* —3X+2
3) Déduire de la question précédente, 1'existence d’une asymptote A a (Cf ) et donner

une équation de celle-ci.

4) FEtudier la position relative de A et (Cf )
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17.Primitives

Dans ce paragraphe :
e [ est un intervalle réel qui n’est pas I’intervalle nul ou un intervalle contenant uniquement un
élément ;
e f est une fonction définie sur I’intervalle 1.
Définition
F est une primitive de la fonction f sur I

SSI
F est une fonction dérivable sur I’intervalle I et F'(x) = f(x) pour tout x de I.

Propriété
Toute fonction continue sur I admet une primitive sur 1.
Propriété

Si f est continue sur I, alors :
G est une primitive de la fonction f sur [
ssi
G =F+C ouC € RetF estune primitive de la fonction f sur I.

Preuve

=

GX)=F@+0O) =F(x)+) =fx)+0=f(x)
=
G-F)x)=6Cx)-Fx)=fx)—-fx)=0

G — F est une fonction constante sur [
G—F=C ouCeR

G=F+C
c.g.f.d.
Propriété

Si f est continue sur I, x, € I, y, € R, alors :
Il existe une et une seule primitive G de f sur I telle que G(x,) = y,.

Preuve

Soit F une primitive de f sur I.

SiG(x) = F(x) +yo — F(xo) alors G(x0) = F(x0) + yo — F(x0) = ¥o -
Donc il existe une primitive G de f sur I telle que G (xy) = Vo.

Supposons qu’il existe une autre primitive H de f sur I tel que H(x,) = yo.
Hx)=F(x)+C

H(x) =G(x) —yo+ F(xy) +C

H(xo) =y,

G(x0) —yo + F(x0) +C =y,
C =yo—F(x)

H(x) = F(x) + yo — F(xo)
H(x) = G(x)

c.g.f.d.
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18.Primitives usuelles

Exercice 1
Déterminer une primitive de la fonction continue f sur I’intervalle I.
a) f(x)=x*—7x3+4x*>-5x+10 I=R
3 1

b) ]C(JC)—;-F\/—E I =]0; 4o
) f(x)=@Bx+2) I=R
d) f(x) =18x(3x2% —2)* I=R
e) f(x)=(x3+%)(x4+x)5 I=R

_ 4x—6 _ .
f) f(x) - (X2—3X+2)2 I - ]21 +OO[

Solution de I’exercice 1
5
a) F(x) =X Tyt 42,3 —gxz + 10x
b) F(x) ==+2Vx

¢) F(x) = —-(3x+2)°
d) F(x) = §(3x2 —2)5
e) F(x) = 2—14 (x* + x)°

_out -2 -2
f) F(x) - 2—_1 T u T x2-3x+2
Exercice 2
Déterminer une primitive de la fonction continue f sur I’intervalle I.
a) f(x)=5x3—-3x2+7x-5 I =R
-2 10

b) f(x)=g+% I =1]0; +oo[
¢) f(x)=(-2x+5)3 I=R

d f(x) =—-12x2(2x3 - 3)* I=R

e) f(x)= (%x2+x) (x3 + x?)? I=R

f) f(x) — —20x+50 ] = ]3; +oo[

Solution de I’exercice 2
a) F(x) =%x4 —x3 +§x2 — 5x
b) F(x) = =5 +15Vx?
¢) F(x) == (=2x +5)*
d) F(x) == (2x> —3)°
e) F(x) =—(x*+x)
f) Fx)=-——

2(—x2+4+5x-6)*
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Exercice 3

Déterminer la primitive F de la fonction continue f sur un intervalle I a préciser qui vérifie la
condition donnée.

a) fx)== et  F(1)=0
b) f(x) =3x%(x3+6) et F(-1)=3
Solution détaillée de ’exercice 3
a) I =1]0;+oo[
-2
F(x)=—+2
X
b) I=R
(x3 + 6)2 19
Flx) =——— ——
(x) 5 >

Exercice 4

Déterminer la primitive F de la fonction continue f sur un intervalle I & préciser qui Vérifie la

condition donnée.
1

a) f(x) = = et F(-2)=3
b) f(x) =6x%—6x+3 et F(2)=0
Solution de I’exercice 4
a) I =]-o0;0[
F _ -1 N 25
(x) = 2x%2 8
b) I=R

F(x) =2x3—3x?>+3x—10
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19.Intégrales

Dans ce paragraphe :
e [ est un intervalle réel qui n’est pas I’intervalle nul ou un intervalle contenant uniquement un
élément ;
e f et g sont des fonctions continues sur I’intervalle [ ;
e [ estune primitive de f sur [ ;
e ( estune primitivede g sur;
e a€l,bel,cel.

Propriété
Si H est une primitive de f sur I, alors : H(b) — H(a) = F(b) — F(a).
Preuve

H(x) = F(x) + C pour un certain réel C
Hb)—H(@)=FbB)+C)—(F(@)+C)=F(b)+C—-F(a)—C=F()—-F(a)
c.g.f.d.
Définition
b
f f(x)dx = F(b) — F(a)

On dit que f:f(x) dx est I’intégrale de a a b de la fonction f.
On note F(b) — F(a) sous la forme condensée [F (x)]2.

Propriétés
jaf(x) dx =0
aa b
[ reoax == reodx
b a

b c c
f f(x)dx + f f(x)dx = f f(x)dx ; c’estlarelation de Chasles
a b

a

ja 4 )G dx = j F dx+ j Fo dx

b b
faf(x)dxzaf f(x)dx ;a €R
a a
, a<b ] b dx >0
si £ >0 sur[a; b] alors af(x) X =
: a<b I b dx < 0
si £ < 0sur[ab] alors af(x) x <
( a<b

Si

b b
f < gsur [a;b] alors Lf(x) dx < fa g(x) dx
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Preuve

jaf(x) dx =F(a) —F(a) =0

a b
[Fedx = F@ ~ Fb = ~(-F(@ + F®) = ~(F> - F@) = — [ Fey
b a

b c c
ff(x)dx+ff(x)dx=(F(b)—F(a))+(F(c)—F(b))=F(c)—F(a)=ff(x)dx
a b a

(F+6)®) =F ) +6' @ =) +9x) = +9)x)
D’ou F + G est une primitive de f + g sur [

b
j (f +g9)(x)dx = (F+G)(b) — (F+G)(a) =F(b) + G(b) — (F(a) + F(a))

b b
=(F(b)-F(a) + (G(b) — G(a)) =f f(x) dx+f g(x) dx

((@F)(®)) = aF'(x) = af (x)
D’ou aF est une primitive de af sur [
b b
f af (x)dx = (aF)(b) — (aF)(a) =a F(b) —a F(a) = a(F(b) — F(a)) = af f(x)dx
a<b
f= Osur[a;b]'
F'(x) = f(x) = 0
F est croissante sur [a; b]

Supposons que {

F(a) < F(b)
F(b) —F(a) =0
b
f f(x)dx =0
‘ a<bhb
Supposons que {f <0 sur [a , b] .

—f = 0sur[a;b]
b b b
j fx)dx = j C(—f () dx = — j fdx <0

a<b
f < g sur [a;b]
g—f =0surla;b]

b b b b
0< f (9 — () dx = f (g + (D)) dx = f 900 dx + f (~Df (x) dx

Supposons que {

= fabg(x) dx—Jabf(x) dx

b b
f fx)dx < f g(x)dx
cflq.f.d. :
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20.Calculs d’aires
Definition
Soit (¢f) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal (0; 7, )).
Soit f > 0 sur [.
Soita < b.

Alors, I’aire du domaine (D) délimité par la courbe (Cf), I’axe des abscisses, les droites d’équations
x=aetx =b,est:

| ' f o dx

Exercice 1

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x? — 3x.

a) Tracer la courbe (C;) de la fonction f dans un repére orthonormal d’unités 2 cm.

b) Soit (S;) le domaine délimité par la droite d’équation x = —1, I’axe des abscisses et la courbe
(&). Hachurer ce domaine et déterminer son aire A, en cm?.
Soit (S,) le domaine délimité par la droite d’équation x = 4, ’axe des abscisses et la courbe
(¢). Hachurer ce domaine et déterminer son aire A, en cm?.
Soit (S3) le domaine délimité par les droites d’équations x = 0,5 et x = 2,5, I’axe des
abscisses et la courbe (C; ). Hachurer ce domaine et déterminer son aire A5 en cm?.

Solution de I’exercice 1

b) c/llzl?lzlj‘lu.a.zgcmz
_11_11 _22 5
Z—K—Fu.a.—?cm
_23_23 _46 )
3—?—?11(1.—?0)7’1

Exercice 2

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = —x? + 6x — 5.
a) Tracer la courbe ((;’f) de la fonction f dans un repére orthonormal d’unités% cm.

b) Soit (S;) le domaine délimité par les droites d’équations x = 2 et = 3, I’axe des abscisses et
la courbe (¢ ). Hachurer ce domaine et déterminer son aire A, en cm?.
Soit (S,) le domaine délimité par la droite d’équation x = 7, I’axe des abscisses et la courbe
(€). Hachurer ce domaine et déterminer son aire A, en cm?.

Solution de I’exercice 2

b) Jl1=%=%u.a.=%cm2
32 32 8
2 =3 = wa=gcm
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Exercice 3

Page 116 du livre "MATH Term S Obligatoire,
NOUVEAU TRANSMATH, NATHAN, 1994"

53 La courbe passant par les points B, D, F et K est une
portion de la parabole % d’équation y = x2 - 10x + 25.

yh
16 I — K
|
T
| |
T |
1 |
1 |
L |
1 |
| |
9L 1 |
T\ |
\ |
[\
| I
N t
4 TN !
T I |
| ‘ ; [
[ T R, : |
/'\ 1
,,;,,Aﬁlf4 ol PSS [ >
ol 1 4 7 9 x

1. Ecrivez une équation de la tangente T & % au point D
de coordonnées (4 ; 1).

2. Donnez une équation de la droite (FD).

3. Calculez, en unités d'aire, I'aire du domaine en vert sur
la figure.

Solution de ’exercice 3

1.

T:y=-2x+9

2.

(FD):y=x-13

3.

L’aire du domaine en vert = % = % u.a
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21.Calculs de volumes
Propriété
Soient :
e [ unintervalle réel
e qaetbdeuxréelsde
e S une fonction continue sur [
o (P, et (P,) deux plans d’équations respectives z = a et z = b dans un repére
orthonormal
e X un solide délimité par (P,) et (P,)
e S(2) l’aire de la section de ce solide par le plan (P), paralléle & (P,) et & (P,), de cote
z(@a<z<Db)
e 7V le volume de ce solide.
Alors :
V= f: S(z)dz .

37
Analyse



Exercice 1 (facultatif)

Déterminer le volume d’une boule de rayon R.

Résolution

: g R
S :
G whe £ = '<
fi\ & A m: B
L | ot
(f-—; S i . T B v R e
\\ i 7y A 2
§ z &

R

V=2JRS(z)dz=2f
0 0

V—4 R3
_37'[

R
m(R? — z%)dz = 2 [n (Rzz - ?)l =2 [n (R3 - R?S> - Ol
0

Analyse
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Exercice 2
Représenter graphiquement la courbe (€) d’équation y = 1 — x* dans un repére orthonormé
(0;1,]) du plan d’unité 2 cm.
2. On appelle K la surface limitée par (C), 1’axe des abscisses et les droites d’équations respectives
x = —1etx = 1. On désigne par V le volume obtenu par rotation de K autour de 1’axe des
abscisses. Calculer le volume V et I’exprimer en cm?3.

Résolution
O A oJ
1 = A-
/‘} Y
¥('K) 2 A-n
P 3
! ) = =Y
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2.
S)y=ny?=n(1—-xH?=n(1 - 2x* +x8) = — 2mx* + mx®

1 5 x91
1% =f S(x)dx = |nx —2mn—+ T—
. 5 9 .

15 19 (_1)5 (_1)9
—<n1—2n?+n?)—<n(—1)—2n z + 3 )
_o2 12
=1 57‘[ 97'[ T 57‘[ 97'[
=27 — — -z

T 57t+9n
_9 _"36 10
45" T 45" T 5"
_ 64
K
_OF 3
—45n(20m)
512
= 457Tcm

Exercice 3 (facumtatif)

1. Représenter graphiquement la courbe (€) d’équation y = 4 — x2 dans un repére orthonormé
(0;1,]) du plan d’unité 2 cm.

2. On appelle K la surface limitée par (C), 1’axe des abscisses et les droites d’équations respectives
x = —2 et x = 2. On désigne par V le volume obtenu par rotation de K autour de 1’axe des
abscisses. Calculer le volume V et I’exprimer en cm?3.

Solution
S(x) = =mn(4—x?)?
. —fzS( Yx = _512 _4096 3
__Zxx— —15n—15ncm
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22.Valeur moyenne d'une fonction
Définition
Soient :
e aethdeuxréelstelsquea < b

e f une fonction continue sur [a; b].
Alors : ﬁf:f(t)dt est la valeur moyenne de la fonction f sur [a; b] .

Interprétation graphique :

Pour une fonction positive sur [a; b], la valeur moyenne de f est la hauteur du rectangle dont ’aire est
¢gale a I’aire du domaine limité par la courbe (C’f), I’axe des abscisses, et les droites d’équations
x=aetx =b.

1 b b
En effet, onam = Efa f(t)dt etdonc [ f(t)dt =m(b—a).

Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle I (contenant au moins deux nombres).
Soient a et b deux réels de I tels que a < b.
Soient m et M deux réels.

Si pout tout x € [a; b, m < f(x) < M, alors m(b — a) < [ f(©)dt < M(b — a).
Preuve
m<f(x)<M

f bmdt < f bf(t)dt < f bMdt

b
m(b—a) < f ftdt <M —a)
c.g.f.d. ‘
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Exercice 1

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par (x) = Vx .
Soit m la valeur moyenne de la fonction f sur [1; 4].
1. Calculer m.

2. Tracer la courbe (Cf) et la droite d’équation y = m dans un repére orthonormé (0;7,7) du
plan d’unité 2 cm.

Résolution
1.
34'
1 F‘Fd _1f4 11| _1[2 %4_1<24% 21%>_1(28 2)_14
My Ty) VTR TR Ta3T), 733 T3 73373/ T
2 1
2.
|
]
;»4_ = Toa 00 0 9P ., AL}’ :\!

Exercice 2 (facultatif)

Soit f la fonction définie sur R par (x) = x?2 .
Soit m la valeur moyenne de la fonction f sur [1; 3].
1. Calculer m.

2. Tracer la courbe (C’f) et la droite d’équation y = m dans un repére orthonormé (0;7,7) du
plan d’unité 1 cm.

Solution
13
T3

1. m
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23.Intégrales avec des exponentielles
Exercice 1

Calculer les intégrales I.
a) I= f_22e3x+4 dx
b) I=[ 6tet* " dt
Solution détaillée de I’exercice 1
_1( 10 _ 1
a) I'= 3 (e 5 ez)
b) I = 3 - ;
Exercice 2

Calculer les intégrales I.
a) I= f: 9e~2%*7 dx
b) =[] 5(2t —3)e 2" +6t-1 g¢

Solution de I’exercice 2

a) 1= % +97j
) 1=5 =
24.Intégrales avec des logarithmes népériens
Exercice 1
Calculer les intégrales I.

a) I'= f68 Sx_—320

b) 1= [, = dx
Solution de I’exercice 1

a) I = _?Blnz

b) I=3InZ
Exercice 2

Calculer les intégrales I.
5

9

a) I = f7 yarw dx
13e2x

b) I'= 02629‘+1

Solution de ’exercice 2
a) I = glnl—;

3 e+1

b) I = ElnT
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25.Intégration par parties
Théoreme

Soient I un intervalle réel

a et b deux réels de I

u et v deux fonctions admettant des dérivées continues sur 1.
Alors :

b b
f u'(x) v(x) dx = [u(x) v(x)]2 —f ulx) v'(x)dx .

Démonstration

(uv) =u'v+u?r
Ona: u'estcontinue sur I
v’ est continue sur [
u est continue sur I car elle y est dérivable
v est continue sur I car elle y est dérivable.
De la: u'v est continue sur [
u v’ est continue sur [
u'v + u v’ est continue sur [
(u v)' est continue sur .

f;(u v)'(x) dx = fab u' (X)v(x) + u(x) v'(x) dx
= f: u' (X)v(x)dx + ffu(x) v'(x) dx .
Comme u v est une primitive de (u v)’, ff(u v) (x) dx = [u(x) v(x)]L.

b b
[u(x) v(x)]s = f u' (x)v(x)dx + f u(x) v'(x) dx

b b
j u' (x) v(x) dx = [u(x) v(x)]2 — j ulx) v'(x)dx .
cflq.f.d. ‘
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Exercice 1
Calculer fle x In x dx en utilisant une intégration par parties.

Solution de I’exercice 1

e 62 1
Inxdx =—+—
flxnx X 2 2

Exercice 2
Calculer I en utilisant une intégration par parties.
a) I = folnz(x +2)e ™ dx
b) I = flelnxdx
c) I= fz_lx e5* dx
d I= f20(2x + 1)e* dx
Solution de ’exercice 2
a) I=2-1n2
2 2
by =1
C) [=2¢5_2 ¢t0
25 25
d I =-1-3e?
Exercice 3
Calculer I = f01 x2e* dx en utilisant deux intégrations par parties.
Solution de I’exercice 3
I=e—2
Exercice 4

1
Calculer I = [3x?e3* dx en utilisant deux intégrations par parties.

Solution de I’exercice 4
e 2

I=5"%7
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26.Déterminer une primitive par intégration
Théoreme

Soient I un intervalle réel
a et b deux réels de I
f une fonction continue sur 1.

Alors f;f(t) dt est la primitive de f sur I s’annulant en a.
Démonstration
Soit F une primitive de f sur I.
[roa=re-Fa@
a

(F@) —F@) =F' (@) - (F@) = f(x)—0=f(x)
(F() = F(a))(a) = F(a) = F(a) = 0

f;f(t) dt est la primitive de f sur [ s’annulant en a.

c.g.f.d.
Exercice 1
Soit la fonction £ définie sur |0 ; +oo| par (x) = 1:—; .

a) Déterminer F, la primitive de £ sur |0 ; +oo[ qui s’annule en 1 & ’aide d’une intégration par
parties.

b) Vérifier que F est une primitive de f sur |0 ; +oo].

c) Vérifier que F(1) = 0.

Solution de I’exercice 1

a) F(x) =_lnx—%+1
b) F'(x) =-+=f(x)
Exercice 2

Soit la fonction f définie sur ]O ; +oo[ par (x) = (x+ 1) Inx.
a) Déterminer F, la primitive de f sur ]0 ; +00[ qui s’annule en 1 a I’aide d’une intégration par
parties.
b) Vérifier que F est une primitive de f sur ]0 ; +oo[.
c) Vérifier que F(1) = 0.
Solution de I’exercice 2
2 2
a) F(x) = (x?+x)lnx—xr—x+§
Exercice 3
Soit la fonction f définie sur R par (x) = xe3* .
a) Déterminer F, la primitive de f sur R qui s’annule en 0 a ’aide d’une intégration par parties.

b) Vérifier que F est une primitive de f sur R.
c) Veérifier que F(0) = 0.

Solution de ’exercice 3

3x 3x
xe e 1
- 4=

3 9 9

a) F(x) =
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27.Analyse - Maturitas écrites de 2015 et 2014

Exercice 1 (2015)

On considere la fonction f définie sur ’intervalle |0; +oo[ par :

3
f(x) =(x?-2x)Inx —Exz + 4x.

On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0, 1,7), (unité graphique : 1

cm).

N o gakrwhe

Calculer la limite de f en 0 et en +oo.

Montrer que, pour tout x de ]0; +oo[ : f'(x) = 2(x — 1)(Inx — 1).
Etudier le signe de £ et en déduire le tableau de variation de la fonction f.
Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d"abscisse 2.
Tracer (T) et (C).

En utilisant une intégration par parties, calculer ff(x2 —2x)Inx dx.

En déduire, en cm?, la valeur exacte, puis une valeur approchée a 107 prés de I"aire du plan

délimitée par la courbe (C), I’axe des abscisses, et les droites d'équations x =1 et x=4.
Hachurer cette région sur le graphique.

Exercice 2 (2015)

Partie A.
On considere la fonction g définie sur R par g(x) = 2xe* — 3e* + 3.

1.
2.

4.

Verifier que g'(x) = e*(2x — 1).

Dresser le tableau de variations de g sachant que xl_l;r_nmg(x) =3 et xl_l;rJrnoog(x) = 400,

Le calcul de ces limites n’est pas demandé.

Sur I’intervalle ]—00; %[, on admet que I’équation g(x) = 0 possede une unique solution a =
0.

Montrer qu’il existe une solution unique f sur I’intervalle E ; +00[ .

Donner une valeur approchée de 8 a 0,1 preés.
Dresser le tableau de signes de g.

Partie B.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (2x? — 3x)e”*.
On appelle (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormal (0,,) d’unité graphique 1 cm.

1.

No g~

Calculer les limites de f en +oo et en —oo. En déduire I’existence d’une asymptote a (C).
Montrer que f'(x) = (2x? + x — 3)e*.

Etudier le signe de f’(x). En déduire les variations de f et dresser son tableau de variations.
Calculer les coordonnées des points d’intersection de (C) avec les axes de coordonnées.
Montrer que la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0 a pour équation y = —3x.
Montrer que f(x) — (—=3x) = x. g(x). En déduire la position relative de (C) et (T).
Construire les courbes (C) et (T) avec soin et avec précision.
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Exercice 3 (2015)
PARTIE A
Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = =14 (1 — x)e”.
1) Onadmet que lim g(x) = -1, liT g(x) = —o0, et g'(x) = —xe* pour tout x € R, dresser le
X——00 X—+00
tableau de variation de g.

2) Justifier que g(x) < 0 pour tout x € R.

PARTIE B
Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x) = —x — 1 + (—x + 2)e*.
Soit (¢f) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0;7,7) d’unité graphique 2cm.
1) Calculer les limites de f en +oo et en —oo.
2) Démontrer que pour tout x € R, f'(x) = g(x).
3) Dresser le tableau de variation de f.
4) Soit ladroite (A):y = —x — 1.
a) Montrer que (A) est asymptote a (C;) en —oo.
b) Etudier la position de (C/) par rapport a (4).
5) Ecrire I"équation de la tangente (T) & (Cf) au point d"abscisse x = 0.
6) Montrer que dans I"intervalle ]1; 2[ I"équation f(x) = 0 admet une solution unique a.
Donner une valeur approchée de a a 10~1 prés.

7) Construire (C;), (T) et (4).

PARTIE C

Soit A(t) I"aire du domaine du plan délimité par la courbe (C’f), la droite (A) et les droites d"équations
x =tetx = 2 et,ou t est un réel strictement inférieur a a.

1) En utilisant une intégration par parties, exprimer A(t) en fonction de t.

2) Déterminer la limite de A(t) lorsque t tend vers —co.
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Exercice 4 (2015)
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire g.
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = xe* + 2e* — 1.
1) Onadmetque lim g(x) = -1, lim g(x) =+, et g'(x) = e*(x + 3). Déterminer le sens de
variations de g.
2) a) Déduire de ce qui précéde que I’équation g(x) = 0 admet une seule solution a dans R.
b) Justifier que a € 1—0,5; —0,4[ et donner une valeur approchée de a par défauta 0,01 pres.
3) A I’aide de a, déterminer le signe de la fonction g.
Partie B : Etude de la fonction f.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe* + e* —x — 1.
1) Etudier les limites de f en +oo et en —co.
2)
a) Montrer que f'(x) = g(x).
b) En utilisant le signe de g(x) déterminer le sens de variation de f.
3) Ecrire une équation de la tangente (7°) a la courbe représentative (Cf ) en 0(0; 0).
4) Démontrer que la droite (p) d’équation y =- x - 1 est asymptote oblique a la courbe (C; ) en
5) Etudier la position relative de (C;) et (p) .
6) Tracer dans un repere orthonormal (0,7,7) d’unité graphique 2 cm les droites (p) , (T) et la
courbe (C; ) .
Partie C : Calcul d’aire.
1) Calculer une primitive de la fonction d définie par (x) = (x + 1)e* .
2) Calculer I’aire A en cm? de larégion du plan délimitée par la courbe (Cf) , par la droite (p) ,

et par les droites d’équation x = —1 etx = 0.
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Exercice 5 (2014)

X
e’ —X
dans le plan rapporté au repére orthogonal (O;T, ]) donné en ANNEXE.

On consideére la fonction f définie sur [J par f(x)= . On note (Cf) sa courbe représentative

Partie A

Soit g la fonction définie sur [J par g(x)=e*—x-1.

1°) Calculer g'(x), étudier son signe et dresser le tableau de variations de g.
(On admet que Xllrpw g(x):XILrpm g(x)=-+w®)

2°) Justifier que g(x)=0pour tout x e[l .

3°) En déduire que e* —x >0 pour tout x e[ .

Partie B

1°) a) Déterminer les limites de la fonction f en +o eten —o.
b) Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

e*(1-x
2°) a) Montrer que f '(x) = (—2) pour tout xel] .
(e =)
b) En déduire le tableau de variations de f .
3°) a) Déterminer une équation de la tangente (T )a la courbe (Cf ) au point d’abscisse 0.

—X-g(x
b) Vérifier que f(x)—x= %() , pour tout x e[l .
—X
c¢) En déduire la position relative de la courbe (Cf )et de la droite (T) (a I’aide des résultats de la

Partie A).

Partie C

X X 2
Soit h la fonction définie sur [ par h(x) = X 22(ex X) 4 .Onnote (C, ) sa courbe
e’ —x

représentative qui est tracée sur I’ANNEXE.

1°) Montrer que h(x) — f (x) =§—1.

2°) Etudier la position relative de (C,) et (C, ).

3°) Tracer ladroite (T), la courbe (C, ) et ses asymptotes sur ' ANNEXE.

4°) On note A I’aire du domaine délimité par (C, ), (Cf ) et les droites d’équations x=2 et x=3.
Calculer A en unités d’aire. Hachurer le domaine correspondant sur I’ANNEXE.
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ANNEXE
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Exercice 6 (2014)
Partie A
Soit g la fonction définie sur [ par g(x)=1+(1-2x)e™.
1°) Déterminer les limites de g en +oeten —oo.
2°) a) Calculer g'(x) et dresser le tableau de variations de g .

b) Montrer que I’équation g(x) =0 posséde une solution unique « dans I’intervalle [0;+o0 puis sur

d.
Justifier ’encadrement de a.: 0,6 <o <0,7.

c) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B
On consideére la fonction définie sur [ par f (x) = %[x +(1-x)e> ]

On note (Cf ) la courbe représentative de f dans un repere othonormal (O;T, ]) d’unité graphique 2
cm.

1°) a) Vérifier que f (x)= g{ljt [ 1

X
b) Déterminer la limite de f en +oeten —wo.

1jezx} pour tout x el] .

2°) a) Montrer que la droite (D) d’équation y = % est asymptote a (Cf) en —oo.
b) Etudier la position relative de (Cf ) par rapporta (D).
3°) @) Montrer que f'(x) :%g (x) pour tout x el .

b) En déduire le signe de f '(x)et le tableau de variations de f.
4°) Tracer la courbe (Cf ) et la droite (D).
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Exercice 7 (2014)

In(x)

On consideére la fonction f définie sur I’intervalle ]0;+oo[ par f(x)= CRPLU TS
X X

On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O: 1, j) d’unité graphique 2
cm.

Partie A

On considere la fonction auxiliaire g définie sur I’intervalle ]0;+oo] par g(x)=2In(x)+x>.
On ne demande pas de construire la courbe représentative de la fonction g.

1°) a) Déterminer les limites de g en +oceten 0",

b) Calculer g'(x).

c) Dresser le tableau de variations de g.

d) Démontrer qu’il existe un unique nombre réel o >0 tel que g(a) =0.

Justifier I’encadrement : 0,7 <a <0,8.

2°) Déduire des questions précédentes le signe de g(x).

Partie B

1°) a) Déterminer la limite de f en +o0.
b) Déterminer la limite de fen 0" . Interpréter le résultat graphiquement.
g(x)

2°) a) Montrer que pour tout x € |0;+ o ona f'(x)=- ot

b) Dresser le tableau de variations de f.
3°) a) Montrer que la droite (D) d’équation y = —x +3 est une asymptote oblique & (C)en +oo.

b) Etudier la position relative de (C) et (D).
4°) Construire(C)et (D) dans le repére orthonormal (O; 1, j).
| 2
5°) a) Vérifier qu’une fonction primitive de h (X) = @ est H (X) = In—z(x) pour tout x € ] 0;+oo] .

b) Calculer 1’aire du domaine du plan délimité par (C), (D) et les droites d’équations : x=1¢et x=3

. En donner la valeur exacte en cm?puis une valeur approchée a 107 prés.
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Exercice 8 (2014)
Partie A

On considere la fonction g définie sur [0;+oc[ par g(x)=x*-2In(x).
1°) Calculer g*(x), étudier son signe et en déduire le tableau de variations de g (on admet que
lim g(x)= lim g(x)=+w).

2°) Justifier que g(x)>0pour tout x € |0;+oo| .

Partie B

. : e x 1+In(x)
On considére la fonction f définie sur J0;+c0| par f(x):5+—.
X

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O;1, j) d’unité graphique 2
cm.

1°) Déterminer la limite de fen 0" . Interpréter graphiquement le résultat.
2°) Déterminer la limite de fen +oo.
. . X X
3°) Montrer que la droite (A)d’équation y = > est asymptote a la courbe (C) en +o.
4°) Déterminer la position relative de (C) par rapport a (A)sur 10;+00 .

_9()
2x?
b) En déduire le signe de f '(x) et le tableau de variations de f.

5°) a) Montrer que pour tout x de ]0;+oo[, f(x)

6°) Démontrer que 1’équation f (X) =0 admet sur ]0;+00[une solution unique que 1’on notera a.
Justifier ’encadrement : 0,34 < o <0,35.
7°) Construire (C) et (A).
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28.Inégalités des accroissements finis
Théoréme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I (contenant au moins deux nombres).
S’il existe deux réels m et M tels que m < f'(x) < M sur I, alors pour tous réels a et b de I avec

a<b: m(b—a) < f(b)—f(a) <M(b—a)
Preuve

Soit g la fonction définie sur I par g(x) = Mx — f(x).
La fonction g est dérivable sur I et pour toutréels x de I : g'(x) = M — f'(x).
Comme f'(x) < M alors g'(x) = 0.
La fonction g est croissante sur .
Comma < b, alors g(a) < g(b)
Ma — f(a) < Mb — f(b)
fb) —f(@) <M(b - a).
On démontre de méme I’inégalité m(b — a) < f(b) — f(a) en definissant sur I la fonction h par
h(x) = mx — f(x).
c.g.f.d.
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Remarque :

Les 3 exercices suivants viennent du livre « MATH Term S Obligatoire —Nouveau Transmath»,
NATHAN, 1994.

Le premier exercice est I’exercice résolu de la page 72.

Le deuxiéme exercice vient de 1’exercice 62 de la page 91.

Le troisieme exercice est I’exercice 61 de la page 91.

Exercice 1
1. Enappliquant les inégalités des accroissements finis a la fonction f: x — v'1 + x, prouvez
que : pour tout x de I’intervalle [O%] 1+ % <f(x)<1 +§ (2).

2.
a. Interprétez graphiquement ce résultat.
b. Déduisez de (1) un encadrement de /1,1 d’amplitude 1072,

Solution de I’exercice 1

1.
- ;s - 4 1
La fonction f est dérivable sur ]—1; +oo] et pour tout x € |—1; +o0], f'(x) = ek
Pourtoutxe[o;l]: 0<x<:
2 2
1<1+4x<?

Appliquons les inégalités des accroissements finisaveca = 0eth = x :
m(b—a) < f(b)—f(a) <M(b—a)

FG=0) < f6) ~fO) S 3= 0)
%xsf(x)—l S%x
1+%sf&)s1+§

2.

a.

Interprétation graphique : la courbe représentative de f restreinte a [O; %] est entre la droite d’équation
X
Y =T
b.
Lorsque x = 0,1, on déduit de (1) que :
0,1 0,1
1+ﬁgf(0'1) S1+=

1,04 <1,1<1,05.

+ 1 et la droite d’équation y = g + 2.
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Exercice 2
. PP 1 x—3
f est la fonction définie sur R — {5} par (x) = ol
1. Montrez que, pour tout x € [1; 2], g < f'(x) <5.
2. Déduisez-en un encadrement de f(x) — f(1) sur [1;2], puis un encadrement de f par deux
fonctions affines g et h sur [1; 2].

Exercice 3

f est la fonction définie sur R .

On sait seulement que f(0) = 0 et que, pour tout réel x : f'(x) = x21+1 .
1. Dresser le tableau de variation de f. Déduisez-en le signe de f(x).
2. MontrezquesurR, 0 < f'(x) < 1.

3. x estun réel positif.
A I’aide des inégalités des accroissements finis appliquées a I’intervalle [0; x], montrez que :

0<f(x)<x.

Analyse
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29.Solutions détaillées
Dérivées
Solution de I’exercice 1
a)

f est dérivable sur R car tous les polyndmes sont dérivables sur R.

rw= (T = (o) = (- () + (9

3 4 3
— 2\/ !
——z(x) ——z(x) +0——22x—2(1)—3x—2

!

Remarque :
x — x est dérivables sur R.
x = x.x est dérivables sur R.

3 , -
X - est dérivables sur R.

3 , -
X - Exz est dérivables sur R.

x — 2 est dérivables sur R.
x — 2x est dérivables sur R.

3 , .

X Exz — 2x est dérivables sur R.
1 , .

X est dérivables sur R.

3 1 , .
X Exz —2x + S est dérivables sur R.

b)

x + 2x + 3 est dérivables sur R car tous les polyndémes sont dérivables sur R.
x ~ x% — x — 6 est dérivables sur RR.

x2—x—6=(x+2)(x—3)

Vx € R\{-2,3}L,x2—x—6%0

—est dérivable sur R\{~2,3}
,()_( 2x+ 3 )'_(2x+3)’(x2—x—6)—(2x+3)(x2—x—6)’
fie) = x2—x—6/) (x2 —x — 6)?
2(x*—x—-6)—(2x+3)(2x—1) 2x®—2x—12— (4x* — 2x + 6x — 3)
B (x2 —x—6)2 B (x2 —x—6)2
_2x*—2x—12—4x* —4x+3 —-2x*—6x—9
B (x2 —x — 6)2 (2 —x—6)2

c)

x + 2x? — 3x + 4 est dérivable sur R car c’est une fonction polynome.

t — t® est dérivable sur R car ¢’est une fonction polynome.

Vx €ER,2x2—-3x+4€R

x - (2x% — 3x + 4)° est dérivable sur R

fl(x) = ((2x?> = 3x +4)%)' = 6(2x% —3x + 4)°(2x?> — 3x + 4)' = 6(2x% — 3x + 4)>(4x — 3)

Analyse
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d)
x + 3x + 2 est dérivable sur R car c¢’est une fonction polynéme.
t — ~/t est dérivable sur ]0; +oo.

-2 -2
3x+2E]O;+OO[<:>3x+2>0<:>3x>—2<:>x>?<:>xe]?;+oo[
-2
Vx E]?;+00[,3x+2 € ]0; +oo[
x — v/3x + 2 est dérivable sur]_?z; +oo[

' 1 3
f(x)=(v3x+2) =Nﬁ(3x+2) :Nﬁ

€)

x + —2x est dérivable sur R car ¢’est une fonction polynome.

t = /t est dérivable sur ]0; +ool.

—2x €0+ 2x>00>2x o 0>x e x € |—x0]
Vx € |—o0; 0], —2x € ]0; +oo[

x + \/—2x est dérivable sur |—oo; 0

x + 2x + 1 est dérivable sur R car c’est une fonction polyndme.

-1
Vx € R\{T},ZX‘F]. 0

V=2 , .
x > =X ast dérivable sur .
2x+1

s [ V—2x , B (\/—Zx),(Zx +1) - (V=2x)(2x + 1)’
f(x)_<2x+1>_ (2x + 1)?
) g\_/%@x +D- ()2 z\/_—%(zx +1) - (V=2x)2
- (2x + 1)2 B (2x + 1)2
—1 —2x—1
B E(Zx +1) —2(v-2x) =raa 2V—2x
- (2x + 1)2 B (2x + 1)2
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Tangentes

Solution détaillée de ’exercice 1

a)
f/(x) — ( x3 )’ _ (x3)’(x - 1)2 — x3((x _ 1)2)! _ 3x2(x _ 1)2 _ x32(x _ 1)(.X' _ 1)/
(x — 1) ((x — 1)?)2 = 1)
3 -1 -2%2@ -1 PE-DEG-1D-20) 22— Dx-3)
- (x — 1)* B (x —1)* - (x — 1)*
_ x*(x—3)
S (- 1)3

b)
(©):y = f'(@)(x —a) + f(a)
©):y = f'(=2)(x +2) + f(=2)

(=2)° —8
f(—Z) N T
(2-1)" °

(—2-1)7° 3 -27 77

20 -8
y == (x+2) +—
Oy =55 +2) +

20 40 24
)ry==x+—=+

27 T 27 27
- _0 16
AT R

c)
A(=2;f(=2))ou A (—2; g (—2) + S)

A ( 2; _8)
"9
d)
Le coefficient directeur de la droite (d) est égal a 1.
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e)

La droite (s) est tangente a la courbe (C’f) alors le coefficient directeur de (s) est égal a f'(x).

Le coefficient directeur de la droite (s) est égal au coefficient directeur de la droite (d)

o ffx)=1

xz(x—3)_1
-

20y —

x“(x 3)_1:0

CI=EVE
x?(x—3) (x—1)3
(x—1)3 (x—1)3
x3—3x2 CIx3(—1)° + Cix?(—1)' + C2x*(—1)? + C31(-1)3 — 0

=0

@ —_—
(x—1)3 (x—1)3
x3 —3x% 1x31+43x%(—1) +3x1+ 1.1(-1)
(:(x—l)3_ (x—1)3 =0
x3—3x% x3—3x?+3x-1
o _ _
(x—1)3 (x—1)3
x3—3x%2—x3+3x2-3x+1 0
o —
(x—1)3
—3x+1
S — =
(x—1)3
S x ==
X=3

(s):y= f’(al)(x - a%+f(a)1

&xy=1"(3)(x=3)+/3)
(1

r)=1

1

3 12
(S):y—x—g'l‘ﬁ
(s):y=x—E
)y =x—~
Shy=x 2

Analyse



Limites avec la fonction logarithme népérien

Solution détaillée de I’exercice 1

a)
b S,
W = el
A=+ b
VR Y
Ao+t

d/ ot ¢w1f% ébM&-J’Qﬁt&%%JMﬂ @%%Mé.:

+l
.
V4
+00
b)
- 50
ﬁ'm B /&“ @ e
B . <il
/Gl .8 N20 )'1"

Analyse

62



Analyse

63



+ob)
=0
@n« b
3
=) tob N
9)
A 0

o

\

ZW\ & /> 0(3“\( fpa FI
n=)0 @)o

&’”\"L//}L=0

0

ey
p )
A0 £

d e o Z /%éélé‘(hc Ae A Inle dune /e’*ck'b”\
Y 1)
e : 'p! /&‘{‘1 : =1
f&uy@) : 4(_;7; _____,,_..-———’(M
//‘ﬂ»\ 5;\ (—‘m +4) ; /&m

-
A=) o A &
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Limites avec la fonction exponentielle

Solution détaillée de I’exercice 1

Analyse
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A /
/. Ay et B
o g(f?\ . (h\ ;2/ > aZ
A=) O )DL ;
V V
A ¥
oL
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9)

A0 A

/ZA je /%e,/eﬁé‘mc_ gff ’fﬁ '8/)7\4[} A ke (Mme/c de

gw«ch‘w/} UL SIEE s Iy B

o=+t 4.
W
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Calculer une limite a I'aide de la dérivée

Solution détaillée 1’exercice 1

f)

29
’&M oleﬂ/u &\ 3 ’/—5— :
N~ o @ y

<
2
_ Jomo
Ly, Aar o P ARAEITE,
A-ro0 n n-)o W -
r
IR ALl i
e o
p
. )
/
I, (S can f(”‘) -
il £
(en ©
.
/]ol
-4

Analyse
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9)
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Primitives usuelles

Solution détaillée de I’exercice 1

a) f(x)=x*—7x3+4x*—-5x+10
x° x4 x3 x?
F(x) == —-7=—+4=——-5>—+10
(%) c 4+ 3 2+ X

x5 7 5
A S
F(x) = c 2 X +3x _21x + 10x
b) f(x)=;—2+\/%=3x‘2+x7
e
F(x)—3_—1+_1
S +1
1
-3 x2
F(X)——+T
2

F(x) =_73+ 2Vx

¢) f()=(Bx+2) =23@x+2) =; u'd

F(x) = %(Bx +2)8
d) f(x) =18x(3x%—2)* =3(6x)(3x%2 —2)* =3 u'u*
5
F(x) = 3”?
F(x) = g(sz -2)°

e) f(x)= (x3 + i) (x*+x)° = %(4963 +1D(x* +x)° = iu'uS

Fx) = 1u®
*= 46

— (4 6

F(x) 22 (x*+x)
_ 4x—6 _ 2(2x=3) _ u’ _ ., o

) flx)= (x2-3x+2)2  (x2-3x+2)%2 2u2 =2uu
ul =2 -2
F(x) = 2— = =

-1 u x2—-3x+2

Analyse



Solution détaillée de I’exercice 3
a) I =10;+o0]
2 -2
flx) = Z- X

-1
F(x)=2x_—1+c ouc€eR

F(x)=_72+c ouc €E€R
F)=0 ©Z+c=0
Sc=2

-2

F(x)=—+2
X

by I=R

fx) =3x%2(x3+6)=u'u
2

F(x)=u7+c ouc€eR
3 2

F(x)=@+c ouc €R

—1)3+6)°
F(-1) =3 <=@+c=3
2
(:)%+c=3

eZ4c=

6 25

Sc=-——

2 2

-19

=5

x3+6)> 19

F(x) = ——" ——
(x) 5 >

Analyse



Calculs d’aires
Solution détaillée de I’exercice 3

1.

T:y=f'(@x—a)+ f(a)
T:y=f'(4)(x—4)+f(4)

f'(x) =2x—-10

fl(4)=2x4-10=—2
f(4)=42-10X4+25=16—-40+25=1
T:y=-2(x—4)+1

T:y=-2x+9
2.
(FD):y=mx+p
D € (FD) l=m4+p
{FE(FD) ‘:’{4=m7+p
1-4m=p
‘:’{4=m7+(1—4m)
@{p=1—4m
=3m
@{p=1—4(1)
=1
@{p:—g
m=1
(FD):y=x-13

Analyse
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3.

Soit A, I’aire du domaine délimité par la droite d’équation x = 1, la parabole P et la tangente T.
Soit A4, I’aire du domaine délimité par la droite d’équation x = 1, la parabole P, I’axe des abscisses
et la droite d'équation x = 4.

Soit A4, I’aire du domaine délimité par la droite d’équation x = 1, la tangente T, I’axe des abscisses
et la droite d'équation x = 4.

Ona:A; =Aq —Aqp.

Ay =f1f(x)dx—f1 (—2x+9) dx

:f (F(x) — (—2x + 9))dx
4

=J (x2 — 10x + 25 — (—2x + 9))dx
1

=f (x? —8x + 16)dx

ESPC e

= l?_ 2t xl

3 4
x
= [— — 4x% + 16xl
1

3
43 13
=<?—4x42+16x4>—(?—4x12+16><1>
64
=(?—64+64)—(——4+16)
_63 12
3
_ 63 36
3 3
27
3
=9
P
202
P
P _3 133 133
L’aire du domaineenvert =+ = —=—"u.a
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Intégrales avec des exponentielles

Solution détaillée de I’exercice 1

a) f(x) = 3%+ :§ 3 3% +4 — g u' e¥

[EnN

1
F(x) — § el = § e3x+4

2 1 | 1 1 1 1
| = 3x+4 dx = [_ 3x+4] — _ p3()+4 _ Z ,3(-2)+4 _ — ,10 _ — -2 _ _( 10
f_ze X 3 e o 3 e 3 e 3 e 3 e 3 e
b) f(t) = 6tet” 1 =3 x2tet’"1 =3 e¥

F(t)=3e% =3et""?

1 1 3
I= f 6te'"1dr=[3e" 1| =3e@W1 -3¢0l =3¢-3¢71 = -
0
Solution détaillée de I’exercice 2
a) f(x)=9e 2%+7 = _iz (—2)e2%+7 = _79 u e
-9 -9
F(X) — 7 eu — 7 e—2x+7
I _ fs 9e=2%+7 gy = [—_9 e—2x+7]5 -9 e—2(5)+7 _ -9 e—2(3)+7 — -9 g3 +2 el
3 2 3 2 2 2 2
=9 4 9e
283 2 ) <
b) f(x) =5(2t —3)e 2t +6t-1 = 5_7(—4t + 6)e 2t ror-1 — _Tu' et
_5 _5 2
F(x) = — ot = — g-2t2+6t-1
() = > 1
I _ fol 5(2t — 3)e~2t°+6t-1 gy = [—?5 e—2t2+6t—1]
0
_ e—2(D2+6(1-1 _ - e—2(024+6(0)-1 — - 3 _|_E o1
2 2
5 5¢°
2e 2

Analyse



Intégrales avec des logarithmes népériens

Solution détaillée de I’exercice 1
—3 5

a) fx)= 5x—20 5 5x—20
5x—-20<0&ex<4
5x—-20=0x=4
5x—-20>0ex>4

-3 -3 -3
F(x) = ?ln(luD = ?ln(|5x —-20D) = ?ln(Sx —20)

F est une primitive de f sur ]4; 4o
F est une primitive de f sur [6; 8]

8 -3 -3 8 -3 -3
1=f s dx = —ln(Sx—ZO)] = =" In(5(8) — 20) ~ - In(5(6) - 20)

_ 3 u
5 u

- —31n(20) — —ln(10) =— (ln(ZO) —1In(10)) = —31n£ = _?3ln 2

b) fO)=—t =32 =3%
x*—4<0eox-2)(x+2)<0e -2<x<?2
x*—4=00x-2)x+2)=0x=-2o0ux=2
2 —4>00(x-2)(x+2)>0o x €]—0; —2[U]2; +oo[

F(x) =3In(Jul) =3In(|x? — 4|) = 3In(—(x? — 4)) = 3In(—x% + 4)
F est une primitive de f sur |—2; 2[
F est une primitive de f sur [—1; 0]

0
I = J_1x26f 2 dx = [3 ln(_xz + 4)]91 = 31n(_(0)2 + 4) . 3ln(—(—1)2 N 4)

4
I =3In(4) — 31In(3) = 3(In(4) — In(3)) = 31n§
Solution détaillée de I’exercice 2

a) f() ===

4-3x

-3
4-3x

_ —5u
3 u

-5 -5 -5 -5
F(x) = ?lnlul = ?ln|4 - 3x| = ?ln(—(l} — 3x)) = ?ln(Sx —-4)
F est une primitive de f sur [7;9]

-5 9 s -5
I =[] = dx = [—1n(3x - 4)] =ZIn(3(9) — 4) -~ In(3(7) - 4)
-5 5 17
= —1n(23) — —ln(17) = —(— In(23) +In(17)) = —lnﬁ
b) I = 2 2x+1 dx
3e® 3 2e* 3u
R
% +1 32 e +1 2 é,t
F(x) = Elnlul = Elnlezx +1]| = 5 In(e?* + 1)
F est une primitive de f sur R
1
3 2 3 2(2 3
I = fz ¢ oo dx = [Eln(ezx + 1)]2 ==-In (e @ + 1) — Eln(ez(o) +1)

e+1
2

e D) =2 +1) = (n(e + 1) —In2) = 1
—-2 ne ) n —-2 nLe n —-2 n
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Intégration par parties

Solution détaillée de I’exercice 1
b

b
f u' (x) v(x) dx = [u(x) v(x)]2 — f u(x) v'(x)dx
P(E)sons u'(x)=x et ’ v(x) =Inx.
Choisissons  u(x) = f . De plus on a v'(x) =§ :

J{ xInxdx =[ lnx] —f1—2;d (622 lne)—(% ) g
e
4

e? x21¢ €2 e? 12 e? 1 e? 1
=S-0-[%], —7‘<(:)‘(:)> =z wtiTT
Solution détaillée de I’exercice 2
a)
In2
I = J (x+2)e ¥ dx
0
u'(x)=e* v(x) =x+2
u(lx) = —e™* v'(x)=1
I =[—e*(x+2) P2 - folnz —e ¥ 1dx = [-e *(x + 2) [I"? — [e™* |]p2
=—e M2(In2+2)—(—e°(0+2))—[e"2—e™?]
=—27(In2+2)+2-21+1="2—1+42-3+1=2-22
b)
I—f Inx dx
u'(x) =1 v(x) =Inx
ulx) =x v'(x) = 1
I = [xInx]¢ f X Ldx = [xlnx f dx = [xInx]¢ — [x]¢
=elne—1ln1—[e—1]—e—e+1—1
c)
-1
sz x e>* dx
2
u'(x) = e v(x) =x
5x
u(x) = eT v'(x) =1
esx 11 —1 5% sx 7—1 e5x1—1
L= - =[] - [5,
¢5(-1) e () e5(=1) es(z) —e=5 2010 =5 10
=—(D-= ()_[ _25]_5_5_¥E
652 310
25 25
d)
0
I=J (2x + 1)e* dx
2
u'(x) =e* v(x) =2x+1
u(x) = e* v'(x) =2
I = [e*(2x + D13 — [, e*2dx = [e*(2x + 1)]3 — [2*]3
=e%2(0)+1) —e?(2(2) +1) — [2e° — 2e?] =1 —5e% — 2 + 2e?
=—1—3e?

Analyse
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Solution détaillée de I’exercice 3
b b
j uvdx = [uv]? —J uv'dx
a a

1
I=f x%e* dx
0

u' =e* v=2x
u=e* v =2x
1
I = [x%e*]} —f 2xe*dx
0
. 1
Soit = [ 2xe*dx .

u' =e* v =2x
u=e”* v' =
1
] = [2xe*]} —J 2e*dx = [2xe*]} — [2e*]}
0
I = [x*e*] — ([2xe*]5 — [2e*]p)

= [x*e*]5 — [2xe*]g + [2e™]g

= (1%e?) — (0%e%) — ((2.1.e1) — (2.0.€%)) + (2e) — (2€°)
=e—0—(2e—-0)+2e—-2

=e—2

Solution détaillée de I’exercice 4

u' = e3¥ v = x?
3x
u=— v = 2x
3
1
e3x X 3 3e3x
[ =|—x — — 2xdx
3 0 0o 3

1p3x
Posons | = [3— 2xdx.

2x
u = e3* v="=
3
eSX ' 2
u=— vV ==
3 3
1 1 1 1 1 3l 1
J e 2x]3 §e3x2dx _ [2xe3x]3 [2e3x]3 _2ze3 2(0)e3© 2¢33 22300
3 3] J0 33 9 lo 27 1 9 9 27 27

2e 2e 2 2

27 27 27
2

271 L L
e 13 [3e™ e’3 /1 e® 2 e 2
I=|=—x?| - | =2xd =—(—) = 02— == —
l3 * L , 3 =57

3 \3 3 27 27
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Déterminer une primitive par intégration

Solution détaillée de I’exercice 1

a)

P = |

1
b b

j u vdt = [uv]g—f uv'dt
a a

X

Int
t_z dt

1

u'(t) = = v(t) =Int
-1 , 1
U(t):T U(t):;
xInt —Int 1* x -1 —Int]* 11* —-lnx -In1 1 1
p 2 dt _[ t ]1_ 1t—2dx—[ t ]1_[?]1_ x 1 _(;_I)
=ﬂ_l+1
X X 1
' —lnx 1 " —x-(-Inx)1 1  —14lnx+1 Inx
D F'() = (- +1) =g ==
c)F(1)=_11nl—%+1=0—1+1=0

Solution détaillée de I’exercice 2

fx)=(x+1)Inx

a)

F(x) =f (t+1DiInt dt
u’l(t) =t+1 v(t) =Int
u(t) =§+t v'(t) =%

t2+t)lnt]x— (?+t)ldx=(§+x)lnx—0—f1x§+1dx

+x)lnx—[x:2+x—(1:2+1)]

[+ Dt dt =

2

+
2 x 5
+x)lnx———x+—
4 4

b)

x?2 1 x X X
F'(x)=(X+1)1HX+<7+x>;—5—1=(x+1)lnx+§+1—§—1=(x+1)1nx=f(x)
c)

FQ1) = 12+1 In1 v 1+5—0
~\2 ) 4

Analyse
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Solution détaillée de I’exercice 3

F) = xe’
a)
X
F(x)=f te3t dt
0
u'(t) = gft v(t) =t
u(t)=e? v'(t) =1
X o3t ] - e g = [ 2
J; tedtdt —[3t0 o 5 ldx=—x 9]0—3x
xe3* e3* 1
=5 "5 T
b)
1 x 3x s
F’(x)=§e3x+§e3x3—73=xe X = f(x)
c)
F(0)=0e°=0

Analyse

e3x

9

e3(0)

9

]

80



